Complexes mixtes sur un schéma de
type fini sur Q
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1 Enoncé du probléme

On fixe un corps de nombres E.

Pour tout schéma séparé de type fini X sur £, on note D’ (X, Q,) la catégorie des complexes
(-adiques mixtes horizontaux définie par A. Huber dans [Hub] 3.1. ! 2 Intuitivement, c’est la
catégorie des complexes ¢-adiques sur X qui proviennent d’un complexe ¢-adique constructible
sur un modele de X sur un ouvert U de Spec(Op), ou dans la définition de “constructible” on
n’autorise que des strates lisses sur U. On peut définir une notion de poids pour de tels com-
plexes : on regarde leurs restrictions aux fibres au-dessus des points fermés de U, d’ou une
notion d’objets purs. Les complexes mixtes sont comme d’habitude ceux dont tous les faisceaux
de cohomologie sont extensions successives de faisceaux purs. Noter que I’on demande aussi que
les morphismes dans D (X, Q,) s’étendent 2 des modeles au-dessus d’un ouvert de Spec(0x).
(Cette condition n’est pas vide, voir la fin de la section 1 de [Hub].)

D’apres les sections 2 et 3 de [Hub], on dispose des 6 opérations sur les catégories D, (X, Q,).

(En fait on dispose aussi des foncteurs cycles proches et cycles évanescents, voir la remarque
3.3)

La catégorie D?,(X,@Q,) est par ailleurs munie d’une ¢-structure perverse par [Hub] 2.5 et et
3.2, et on note Perv,,(X) son coeur, c¢’est-a-dire la catégorie des Q,-faisceaux pervers mixtes
horizontaux sur X.

'Dans [Hub], Huber choisit un modele plat et de type fini de X sur un ouvert de Spec(&x) pour définir
cette catégorie ; mais, grace a EGA IV 8.8.2, toutes les catégories qu’on obtient ainsi sont canoniquement
équivalentes.

20On pourrait aussi utiliser comme coefficients Q, ou une extension finie de Q,. Cela ne changerait rien aux
constructions de cette note.



Remarque 1.1 Lorsque 1’on a besoin d’encadrer les poids (ou les degrés de cohomologie, or-
dinaire ou perverse) pour des objets de D? (X, Q,), on peut appliquer les résultats de [BBD]
pour les catégories de faisceaux ¢(-adiques mixtes sur un schéma sur un corps fini, et ce grace
au théoreme de changement de base générique de Deligne (SGA 4 1/2 [Th. finitude] section 2).
Cette méthode est en particulier utilisée pour prouver 3.4 et 3.5 dans [Hub]. Dans la suite, on
I’utilisera sans commentaire particulier.

Enfin, on dispose de la notion de filtration par le poids sur un objet de Perv,,(X) ([Hub] 3.7).
Une telle filtration est nécessairement unique si elle existe ([Hub] 3.8), mais elle n’existe pas
toujours. La sous-catégorie pleine des objets de Perv,,(X,Q,) admettant une filtration par le
poids est tout de méme abélienne, mais elle n’est évidemment pas stable par extensions.

Or, c’est bien embétant car on voudrait appliquer les méthodes de la section 3 de [Mor] pour
calculer des complexes d’intersections de variétés sur I, et cela n’est pas possible si I’on n’a pas
de filtration par le poids sur les faisceaux pervers mixtes.

Le but de cette note est de proposer une solution, inspirée par le fait suivant (dii a Beilinson). Ce
fait n’est pas strictement nécessaire mais indique tout de méme qu’on ne va pas faire n’importe
quoi.

Fait 1.2 Le foncteur réalisation D(Perv,,(X)) — DP (X, Q,) (défini dans [BBD] 3.1.9 et
3.1.10) est une équivalence de catégories.

Démonstration. Les méthodes de [Bei2] et [Beil] s’appliquent.
O

L’idée est donc de remplacer D’ (X, Q,) par la catégorie dérivée (bornée) de la catégorie
abélienne des faisceaux perverse mixtes admettant une filtration par le poids, ou d’une sous-
catégorie convenable. (C’est-a-dire de tuer brutalement toutes les extensions qui nous embétent.)
Le probleme est alors de montrer que les 4 opérations se releévent a ces catégories. Pour cela, on
s’inspire largement de 1’article [Bei2] déja cité de Beilinson et du preprint [Sai] de M. Saito. En
fait, cette note ne contient pas vraiment de méthodes nouvelles, son principal intérét consistant a
exhiber des catégories auxquelles les méthodes déja existantes peuvent s’appliquer pour donner
des résultats utiles.

2 Théoreme principal

On veut montrer que, si I’on choisit convenablement les sous-catégories abéliennes . (X) de
Perv,,(X), alors les 4 opérations se relevent aux catégories dérivées D°(.# (X)).



Théoreme 2.1 Supposons donnée, pour tout X, une sous-catégorie abélienne pleine .# (X ) de
Perv,,(X), contenant Q,[d] si X est lisse et purement de dimension d, stable par dualité et par
twists a la Tate, et supposons que ces catégories vérifient les conditions suivantes :
(a) Pour toute immersion fermée i : X — Y, i, induit une équivalence de .# (X) avec la
sous-catégorie pleine de .# (Y') des faisceaux pervers dont le support est contenu dans X .
(b) Pour tout morphisme étale f : X — Y, f* envoie # (Y') dans .4 (X).
(c) Pour tout morphisme affine f : X — Y ettoutk € Z,? H* f, envoie . (X) dans .# (Y ).
(d) Pour tous X etY, pour tous K € .#(X) et L € .#(Y), le produit tensoriel externe
KX Lestdans # (X xY).
Notons n : DY.#(X)) — D'(X,Q,) le composé du foncteur évident
D4 (X)) — D(Perv,,(X)) et du foncteur réalisation D*(Perv,,(X)) — D’ (X,Q,)
de [BBD] 3.1.10.°

Alors :

(i) Le foncteur exact D : #(X) — .#(X) se prolonge en un foncteur t-exact
D7 . D' #(X) — D' (X) muni d’un isomorphisme fonctoriel canonique
noD? ~Don.

(ii) Le foncteur exact X : #(X) x #(Y) — # (X x Y) se prolonge en un foncteur
t-exact X7 : D*(# (X)) x D*( A (Y)) — Db(#(X x Y)) muni d’un isomorphisme
fonctoriel canonique n o X% ~ Ko (n,n).

(iii) Pour tout morphisme f : X — Y, il existe des foncteurs
77 . DY (X)) — DP(#(X)) et un morphisme fonctoriel fi¥ —s f7,
munis d’isomorphismes fonctoriels n o f;” ~ fion,no f# ~ f, on qui font commuter le
diagramme évident. Ces foncteurs se composent de la maniere habituelle, et le morphisme
fi”? — f:” est un isomorphisme si f est propre. Si f est affine, alors f:” (resp. ;) est le
foncteur dérivé a gauche (resp. a droite) de la restriction de PH' f, (resp. PH' f\) a .4 (X).

(iv) Pour tout f : X — Y, f:# (resp. fi¥) admet un adjoint a gauche (resp. a droite) f*,
(resp. f',). On a un morphisme fonctoriel f*, — f',., et des isomorphismes fonctoriels
no f*, ~ fronetno f’/// ~ f'on qui font commuter le diagramme évident. Si f est étale,
alors le morphisme f*, — f', est un isomorphisme, et f*, est le foncteur induit par la
restriction de f* a #(Y).

Remarque 2.2 Ce résultat est tres proche d’une version affaiblie des résultats de M. Saito dans
[Sai], et les méthodes de preuve sont d’ailleurs a peu pres les mémes (et inspirées de I’article
[Bei2] de Beilinson). Les hypotheses ici sont plus fortes par certains points (on se place dans
une sous-catégorie pleine de la catégorie des faisceaux pervers ou 1I’on connait les 6 opérations)
et plus faibles par d’autres (on ne suppose pas pour I’instant 1’existence d’une filtration par le
poids, mais on le fera dans les applications ; surtout, on ne suppose pas que les objets purs dans
A (X) sont semi-simples).

3Note : 7 n’est ni plein ni fidele. Cependant, 7 est t-exact, donc on a P H* o p = H* pour tout k € Z, donc 7 est
conservatif (c’est-a-dire qu’un morphisme u de D.# (X) est un isomorphisme si et seulement si 77(u) est un
isomorphisme, ou de maniére équivalente qu’un objet K de D.# (X) est nul si et seulement si (K) est nul).



On va prouver le théoreme en plusieurs étapes. Déja, les points (i) et (ii) sont clairs (cf [Bei2]
A.7.1). On remarque aussi que, pour prouver (iv) (en supposant (iii) déja connu), il suffit de mon-
trer que les foncteurs ;7 et f;# de (iii) ont des adjoints du bon coté, toutes les autres propriétés
énoncées dans (iv) résultant des propriétés des foncteurs adjoints (et, pour les dernieres, du fait
que f* est exact et isomorphe a f' pour f étale).

Dans les trois lemmes suivants, on suppose que les hypotheses du théoreme sont vérifiées.

Lemme 2.3 Le point (iii) du théoréme est vrai (existence des relévements des foncteurs f, et f.)

Démonstration. D’apres les hypotheses (b) et (c), si 7 est une immersion ouverte, alors j*
préserve les catégories .# (X ), et si de plus j est affine, alors les foncteurs ¢-exacts j, et j.
préservent aussi les catégories .# (X ). Ceci montre que 1’analogue du lemme 3.3 de [Bei2] est
vrai pour les catégories .# (X ), puisque sa preuve s’applique. (Plus précisément, on obtient
I’énoncé suivant : Soient f : X — Y un morphisme, j; : U; — X une famille finie d’im-
mersions ouvertes affines et K’ € . (X). Alors il existe un morphisme surjectif L — K dans
A (X) tel que, pour tout 7 et tout k # 0, PH(f45;).L = 0. La preuve consiste a trouver un
plongement ouvert affine j : U — X tel que L = 77" K vérifie la propriété souhaitée, et elle
marche aussi dans notre cas car le foncteur jij* envoie .Z (X ) dans .# (X).)

Une fois que 1’on a ce lemme, on construit f:7 et f;¥ comme dans [Bei2] 3.4, et les propriétés
de (iii) sont claires.

U

Lemme 24 Soit ¢« : Y — X une immersion fermée. Alors il existe un foncteur
ii*, « D*#(X) — D #(X) et un morphisme fonctoriel id — i:%i*, qui relévent le
foncteur i,i* : D?,(X,Q,) — D! (X,Q,) et le morphisme id — i,i* induit par I’adjonction.
De plus, pour tous K € D*#(X) et L € D*#(Y), le morphisme id — i%i*, induit un
isomorphisme

Hom o (x) (1787, K, iV L) — Homps 4(x) (K, 37 L).

En particulier, sous les hypothéses du lemme ci-dessus, le foncteur i:74*, envoie D’.# (X)
dans la sous-catégorie pleine des complexes dont tous les objets de cohomologie sont a support
dans Y (notée D%..# (X)), donc les foncteurs ? H*i*, k € 7Z, envoient . (X ) dans .4 (V).

Démonstration. Voici I’idée dans le cas ou 7 est I’'immersion fermée complémentaire d’une im-
mersion ouverte affine j : U — X. Pour K € .#(X), on définit 7;74*, K comme I"image dans
D(# (X)) du complexe j;j* K — K, ot K est placé en degré 0 ; on a un morphisme foncto-
riel évident K — i:%4*, K. 1l est clair que ce foncteur et ce morphisme fonctoriel vérifient les
propriétés de 1’énoncé.

Traitons maintenant le cas général. On note comme avant j : U — X I'immersion ouverte
complémentaire de Y, mais on ne suppose plus j affine. Soit (j : U; — U);c; un recouvrement



ouvert affine fini de U. Pour tout J C [ non vide, on note j; : U; — U I'immersion de I’ouvert
Nic, Ui- Comme X est séparé, tous les U sont affines, donc les j; sont des immersions ouvertes
affines. On note aussi n le cardinal de /.

Soit K € . (X). Alors on a une suite exacte
0—L,—...— L — jK —0,

avec

B nisi'K e #(X),
JCI|J|=k
et cette suite exacte est fonctorielle en K. On remarque aussi que 7L est pervers pour tout &
(car les 77, sont affines), et qu’il est donc dans .# (X ). On obtient donc un complexe

C(K) = (jiLn — ... — jiL1 — K)

dans .Z(X), avec K placé en degré 0, qui est fonctoriel en K et muni d’un morphisme évident
K — C(K) (ou on voit K comme un complexe concentré en degré 0), et dont I’image dans
Db(X,Qy) est i,i* K. On prend pour i:%i*, K I'image de C'(K) dans D*(.# (X)).

Pour montrer le dernier isomorphisme, on peut supposer que K et L sont concentrés en degré
0 (c’est-a-dire pervers). Alors i/ L = i, L est aussi pervers, et i;7i*, K et i* K sont concentrés
en degré < 0. De plus, H% ” /K = i.,?H%*K, et on voit facﬂement que le morphisme
Homps 4 (x) (i, K, i/ L) — Home/,(X)(K i’ L) est égal au composé

Hom, 4 (x)(H %", K, i.L)
HOmperV (X ( pHO *K 1 L)
(K i L)
L) =Homps 4 x)(K,i.L).

Hom s 4 (x) (i 1%, K, L)

N

ledl

HomPervm(
HOHI(///(X) (

Nﬁ

O

Remarque 2.5 Soit f : X — Y un morphisme. Si par hasard il existe d € Z tel que f*[d] soit
t-exact et envoie . (Y) dans .# (X), alors la restriction a .Z(Y') de f*[d] induit un foncteur
t-exact D°.#(Y) — D' (X), qui est un adjoint a gauche de f:7[d]. Donc f:” a aussi un
adjoint a gauche.

3 Les cycles proches et les cycles évanescents
unipotents

On se donne toujours des catégories .# (X ) vérifient les conditions du théoreme 2.1.



L’objet de cette section est de montrer que la construction, due a Beilinson et Bernstein, des
foncteurs des cycles proches unipotents et des cycles évanescents unipotents, s’applique aux
catégories . (X), et en particulier respecte les catégories .# (X ). (Nous aurons besoin des
cycles évanescents pour finir de montrer que le foncteur i/ admet un adjoint & gauche si i est
une immersion fermée.)

Cette construction a été introduite dans 1’article [Beil] de Beilinson, mais on suivra les notes
[Rei] de Reich (voir aussi la section 5 de [Sai]). Ces notes sont écrites dans le cas d’un corps
de base algébriquement clos, mais s’appliquent aussi au cas d’un corps de base quelconque, a
condition de rajouter des twists a la Tate aux bons endroits (que nous indiquerons).

Soient X un schéma séparé de type fini sur £, purement de dimension d, et f un morphisme
de X dans AL. Onnote Y = f71(0),U =X —Y,i:Y — Xetj: U — X les inclusions.

La construction des cycles proches unipotents utilise le produit tensoriel par certains systemes
locaux indécomposables sur U, notés .Z; dans [Rei], et provenant de systemes locaux sur G,,, .
Pour pouvoir I’appliquer ici, il faut montrer que ces produits tensoriels ont un sens dans .Z (U).
On commence par rappeler la définition des .Z;.

On choisit une cloture algébrique £ de E et un isomorphisme 7, (GmE> ~ 7. La section unité

de G,, g induit un isomorphisme 71 (Gy, ) ~ Z x Gal(E/E), ot Gal(E/E) agit sur Z par la
multiplication par le caractere cyclotomique .

Pour tout entier 7 > 0, on note L; le systeme local de rang i + 1 sur G,, p donné par I’action
suivante de 71 (G, g) sur @+1 : le générateur 1 de Z agit par id+ A, o A € GL; 4 (Z) estle bloc
de Jordan de taille i+ 1, et ¢ € Gal(E/E) agit par la matrice diagonale de coefficients diagonaux
1,x(o)™L, ..., x(c)7" On pose . = f*L;. Alors % est un systéme local indécomposable sur
U, mixte de poids 0, 2, . . ., 2¢ et admettant une filtration par le poids. Si 7 < 7, on a une injection
évidente .Z; — .Z; et une surjection évidente .&; — Z;(i — j).

Le lemme suivant est di a M. Saito (cf [Sai] 5.1).

Lemme 3.1 Pour tout K € .#(X), le faisceau pervers K ® %, est dans .4 (X).

Démonstration. Le lemme est bien entendu évident pour ¢ = 0, puisque % = @& X-

11 suffit de prouver que les L;[1] sont dans .# (G, g). En effet, soit u : X — X x G,,, g le
morphisme (idy, f). Alors, pour tout K € .4 (X), K ® 4, ="H 'u*K X L;[1], donc K ® %
est dans . (X) (par la condition (d) du théoreme 2.1 et le lemme 2.4).

Montrons donc que les L;[1] sont dans .# (G,,, ). On suit la preuve du lemme 5.1 de [Sai].
Soient 7 : Gy, 5 X Gy g — Gy, g la deuxiéme projection, 41 : G, g — G p X Gy, g le
morphisme diagonal et iy : G,, g — G, g X Gy, g le morphisme z — (1, z).

Comme 7 est lisse de dimension relative 1, le foncteur 7*[1] est t-exact. De plus, le foncteur
1] : Pervy, (G g) — Pervy, (G g X Gy, g) est simplement X' — Q,[1] X K, donc il



envoie A (G,, ) dans A (G, g X G, i), et on dispose donc du foncteur 7%, (cf la remarque

2.5). Pour a € {1,2}, on note u, le morphisme " 7*,Q,[1] — m%i%i; ,m*,Q,[1] ~ Q,[1],

ou la premiere fleche vient du morphisme id — i:% iy (cflelemme 2.4) et la deuxieme fleche

de I’égalité mi, = id. Alors le cone du morphisme u; @ uy : m747*,Q,[1] — Q,[1] ® Q,[1]
est concentré en degré pervers 0, et il est isomorphe & L;[1]. Ceci prouve que L;[1] est dans

%(Gm,E)

Pour obtenir L;, on veut utiliser le fait que L; = Symi L. Comme Symi L, est un facteur
direct de la puissance tensorielle ® Ly, il suffit de montrer que ®'L;[1] est dans .# (G,, g). On
fixe: > 1. Soit 6 : G, p — Gim p le morphisme diagonal ; ¢’est une immersion fermée. Alors
®'Ly[1] =PH™6*(Ly[1] X - - - K Ly[1]), donc on a gagné (a nouveau, grice au lemme 2.4).

O

On peut maintenant appliquer les constructions de [Rei] sections 2 et 3, qui n’utilisent, a part
les produits tensoriels par les .%;, que les foncteurs j, et j,, des twists a la Tate, des noyaux et des
conoyaux.

On obtient :

(a) Un foncteur exact V% : .#(U) — .#(Y) (le foncteur des cycles proches unipo-
tents), muni d’un morphisme fonctoriel nilpotent N : ¥% — W%(—1) (la monodromie)
et d’un isomorphisme fonctoriel ¥ o D ~ D o W%(1). On notera aussi W% le foncteur
Vo : M (X) — M(Y).

(b) Un foncteur exact = : .4 (U) — #(X) (le foncteur “extension maximale” de Beilin-
son), muni lui aussi d’un morphisme fonctoriel nilpotent N : = — Z=;(—1), et des suites
exactes fonctorielles

0— Uy — =y —ju —0

et
0 —ji — = — \IJ?(—l) — 0.

(¢) Un foncteur exact &% : .#(X) — .#(Y) (le foncteur cycles évanescents unipotent),
muni d’un morphisme fonctoriel nilpotent N : &} — <I>1Jﬁ(—1) et d’un isomorphisme
fonctoriel % o D ~ D o &%,

(d) Des morphismes fonctoriels can : W% — ®% et Var : &% — Wi(-1) tels que
Varocan = N et cano Var = N, et des suites exactes fonctorielles

0 —PH " — U} =5 &Y% — PHY* — 0

et
0 — PH % — % T WU(—1) — PHY — 0.

En composant la premiere suite exacte avec le foncteur 7., on obtient un isomorphisme
fonctoriel q)lfi* = 0%, ~ id _#(v)- En composant la deuxieme suite exacte avec j,, on

obtient un isomorphisme fonctoriel &7, — W%(—1).



Remarque 3.2 Pour K € Perv,,(U), W$(K) est le facteur direct du complexe des cycles
proches de K ou la monodromie agit de maniere unipotente (cf. [Rei] 2.2). Noter qu’on a décalé
de —1 le foncteur cycles proches de SGA 7 XIII afin qu’il respecte les catégories de faisceaux per-
vers (de méme pour les cycles évanescents). On pourrait récupérer les foncteurs cycles proches
et évanescents complets a partir de W et % (cf [Rei] 4.2), mais nous n’en aurons pas besoin ici.

Remarque 3.3 La construction ci-dessus s’applique en particulier au cas ou
M (X) = Perv,,(X). Grace au fait 1.2, on en déduit des foncteurs cycles proches et
évanescents (au moins unipotents) pour les catégories D° (X, Q,).

4 Fin de la démonstration du théoreme principal

Dans cette section, on finit la démonstration du théoréme principal 2.1. Les hypotheses et
notations sont donc celles de ce théoreme.

Le lemme suivant est le théoreme 5.6 de [Sai].

Lemme 4.1 Soit i : Y —— X une immersion fermée. Comme dans le lemme 2.4, notons
D% . # (X) la sous-catégorie pleine de D°.#/ (X ) qui a pour objets les complexes dont la co-
homologie est a support dans Y.

Alors le foncteur i : D°#(Y) — D°.#(X) induit une équivalence de catégories

*

D (V) 5 DYt (X).

Démonstration. On dispose de la t-structure naturelle sur D°.7 (X ). Considérons sa restriction
a Dg’,,/// (X). C’est aussi une ¢-structure, et, d’aprés I’hypotheése (a) du théoréme 2.1, son coeur
s’identifie a .# (Y') via le foncteur ¢, : #(Y) — .#(X). Via cette identification, le fonc-
teur i¥ : D*.#(Y) — D%.#(X) n’est autre que le foncteur réalisation de [BBD] 3.1.10.
D’apres [BBD] 3.1.16, la conclusion du lemme est donc équivalente a la propriété suivante :
pour tous K, L € .#(Y'), tout entier n > 0 et tout morphisme f € Homps 4 (x) (i K, i L[n]),
il existe un monomorphisme . — L' dans .# (Y") qui efface f (i.e., tel que I'image de f dans
Hompy 4 (x) (@K, 3. L'[n]) soit 0).

Soit j : U — X I'immersion ouverte complémentaire de ¢. Supposons que I’on connait le
résultat dans le cas ou X est affine, et montrons le cas général. Soit (ji : Uy — X)ges un
recouvrement ouvert affine de X. Pour tout k,onnote 7, : Y NU, — Upeta, : Y NU, — Y
les immersions (qui sont affines, la premiere parce qu’elle est fermée et la deuxieme parce que
Uy, est affine). Soient K, L € .#(Y'),n > O unentier et f € Homps 4 (x)(i. K, 3. L[n]). On a un



monomorphisme L — &, ax.a; L, d’ ot un morphisme

Hompe 4 (x) (., i, L[n])  — Homps 4x) (&K, @) isar.a;Ln])
kel
= EB Hompe 4, (ikai K, ipwaz Ln]).
kel

On note (fy)rer ’image par f de ce morphisme. D’aprés ’hypothése qu’on vient de faire, pour
tout & € I, il existe un monomorphisme aj L — Ly dans .# (Y N Uy) qui efface fi. Alors le
morphisme L — P i @k« Ly, est un monomorphisme, et il efface f.

On peut donc supposer que X est affine. Alors Y est défini par I’annulation d’un nombre fini
de fonctions X — Al. On raisonne par récurrence sur le nombre de fonctions nécessaires pour
définir Y.

Supposons d’abord qu’il existe f : X — Al telle que Y = f~1(0). Dans ce cas, le foncteur
exact &% : 4 (X) — 4 (Y), étendu de maniere évidente a D*.# (X ), induit un quasi-inverse
de i - DV (Y) —> DYl (X).

Supposons maintenant que Y est défini par I’annulation de k fonctions fi, ..., fr : X — AL,
avec k > 2. On pose Y’ = fl_l(O), etonnote i, : Y — Y'etiy: Y — X les immersions.
Soient K, L € . (Y'),n > O unentier et f € Homps 4 (x) (i K, i L[n]). D’aprés I’hypothése de
récurrence, i3 induit une équivalence de catégories D°.# (Y') — D%, (X), donc on a

Home{%(X) (’L*K, Z*L[Tl]) = HOHlDb///(y/) (il*K, zl*L[n])

Toujours d’apres 1’hypothése de récurrence (appliquée cette fois a i1 : Y — Y), il existe un
monomorphisme L — L' dans .#(Y") tel que I'image de f dans Homps (v (i1. K, i1, L [n])
est nulle. Comme

Hompr (v (i1: K, i1 L' [n]) = Hompe 4 (x) (i K, .. L [n]),

cecti finit la preuve.

O
Lemme 4.2 Soit : Y — X une Iimmersion fermée. Alors le foncteur
i . D*#(Y) — Db (X) admet un adjoint & gauche.
Démonstration. Ceci résulte du lemme 4.1 ci-dessus et du lemme 2.4.

O

Pour finir de prouver le théoreme principal, il faut montrer I’existence des foncteurs f%, et
f', pour f quelconque. En fait, grace a la dualité, il suffit de traiter le cas de f*,. On veut
utiliser la méthode de Saito dans la section 3 de [Sai] : Pour f : X — Y, on écrit f = gi,



oug: X XY — Y estladeuxieme projection et i : X — X X Y est le graphe de f (une
immersion fermée). Le cas de ¢ est connu par le lemme ci-dessus, donc il reste a traiter celui de
g. On veut poser g*, K = @37 « X K. Le seul probleme est qu’on ne dispose pas a priori de
I’objet Q x dans D’ (X). Toute la difficulté consiste donc & construire un tel objet (ayant les
bonnes propriétés). Le lemme suivant finit la preuve du théoréme principal.

Lemmed4.3 Soit a : X — SpecE un schéma séparé de type fini sur FE.
Alors le foncteur de D°.#(X) dans la catégorie des Q,-espaces vectoriels défini par

K —— Homps 4 (spec £)(Qp, a; K) est représentable par un objet @%( € D’ (X) et un mor-
phisme px : Q, — a” @Z} De plus, les images de cet objet et de ce morphisme par 1) sont
Qu.x € Db,(X,Q,) et le morphisme d’adjonction Q — a.Q x.

Démonstration. Supposons d’abord que X est lisse purement de dimension d. Alors, par hy-

pothese, Q, x[d] € .#(X), et on prend @fx = (Qux[d])[—d]. Le complexe a;”@%( est
concentré en degré > 0 (puisque son image par 7 I’est), donc

— —H — — M
Homek//(Spec E) (@Ev aifl@ax) = HomK/Z(Spec E) (QE EOQ%QZK)
= HomPervm(Spec E)_(Qb zﬁoa*@&)()
= HomD’;n(SpeC E)(@€7 G*QE,X)7
et on prend pour px le morphisme correspondant au morphisme d’adjonction par ces identifica-
tions.

Supposons maintenant que X est affine. Alors il existe une immersion fermée i : X — A¢.
On note 7 : Y := A% — Spec E la projection évidente, qui est lisse de dimension relative d.
— e — = o M .
On pose Q, y = i",Q, y, et on prend pour py : Q, — a‘f/@&x = ﬂf@f/zj//(@&y le composé
— — . . . — o M
de py : Q, — m”Q; et du morphisme d’adjonction 77 Q,y — w7 i/"i*,Q; .

Dans le cas général, on raisonne par récurrence sur le nombre d’ouverts affines nécessaires
pour recouvrir X. On se ramene ainsi au cas ou il existe deux ouverts U; et U; de X tels que
X = U, UUs et que la conclusion du lemme soit connue pour Uy, Us et U; N U, (en fait, le cas de
U, N U, résulte de celui de Uy, puisque 1’on sait former les images inverses par des immersions
ouvertes). Onnotej1 . U1 — X, jQ . U2 — X, jlg . U12 = Ul N Ug — X, k’l . Ulg — U1
et ky : Ujg — Uy les immersions.

On va définir @Z_/X comme 1’unique objet de D*.# (X)) dont la restriction a U; (resp. Us) est
— —t
@e,Ul (resp. @Z,UQ)-

— n : N = e AN
On note donc Q@ y un cone du morphisme f : ji5Q;,, — it Quy, ® jsf Qppy OO f
est la différence des morphismes d’adjonction (noter que Q, ;,, est canoniquement isomorphe a
—a — : . . . e
Ky #Quu, etaksy ,Q,,). En appliquant les foncteurs j7 , et j; , au triangle distingué

N arenii T~ N e — A +1
J19Quu, — 711 Qur, @ Jat Qur, — Qpx —,
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on obtient des isomorphismes évidents uy : Q,;;, — Jji ,Qp x etus : Q,p, — J5 ,Qp x-

o . . . —HM o~

Montrons le fait suivant : Soit X' € D°.#(X) muni d’isomorphismes v; : Q,;;, — j ,K
. . : —A o~ oL .
pour i = 1,2, tels que les deux isomorphismes Q,;,, — Ji, K induits par v; et v, soient
€gaux. Alors il existe un unique morphisme w : Q,xy — K tel que jj ,w = vju; et
Jo_4W = VaUs, €t w est un isomorphisme.

Le fait que w soit un isomorphisme s’il existe étant clair, montrons I’existence de w. Les
isomorphismes v; et vy induisent par adjonction des morphismes j;° j* ,Q,;;, — K pour

o M W M )
= 1,2, et on note g : ]’1{’]{‘7%(@&% @ 3’2/!//]57%(@“,2 — K la somme de ces morphismes.

BT R e o .
Alors fg = 0 d’aprés I’hypothese de compatibilité sur v; et vy, donc il existe w : Q, x — K
qui fait commuter le diagramme évident, et il est facile de vérifier que w se restreint bien aux
morphismes vyuy et vous sur Uy et Us.

En particulier, le fait ci-dessus montre que le cone de f est unique a isomorphisme unique
pres.

s . n . o a4 %
On considere maintenant le cone C' du morphisme h : j;7 Quy, ® g5 Quy, — ji/é{ng’Um,
ol h est la différence des morphismes d’adjonction. Alors C'[—1] vérifie les conditions du fait

. . . . M N . . L. .
ci-dessus, donc on a un isomorphisme canonique C[—1] ~ Q, y, d’ol un triangle distingué

e T — (i), @ (i) 2Ty, — (ajio)? T, > .

Comme de plus o ho (v, ) = 0. lafidehe o, Giprs : @y — (a1) Qo ®(aje)Qyy,
se factorise par une fleche ¢y : Qg —  ay @z y. Cette fleche ¢x est uni-
quement déterminée, puisque (aji)” Qz vy, C€tant concentré en degré¢ > 0, on a
Hom pe //[(SpecE)(Qf? (a]m) Qg U12> =0.

Pour montrer que ¢ x vérifie bien la propriété du lemme, on utilise le triangle distingué fonc-

toriel .
) . Ny ) +
al — (aj) " 3t 0 ® (aga) 53y — (ajra) ioow —

(ou la premiere fleche est la somme des fleches d’adjonction et la deuxieme fleche la différence
des fleches d’adjonction) et le lemme des cinq.

O

5 Faisceaux pervers mixtes avec filtration par le poids

On montre ici au’on peut simplement prendre pour . (X) la catégorie des faisceaux pervers
mixtes sur X admettant une filtration par le poids.
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Proposition 5.1 Pour tout schéma séparé de type fini X sur E, on prend pour . (X) la sous-
catégorie pleine de Perv,,(X ) formée des faisceaux pervers mixtes admettant une filtration par
le poids. Alors ces catégories vérifient les conditions du théoreme 2.1.

Démonstration. La stabilité par dualité est claire, ainsi que les conditions (a), (b) et (d).

D’apres [Hub] 3.9, si f : X — Y est un morphisme propre, alors les ¥ H” f, envoient
A (X) dans . (Y'). (Huber suppose que f est propre et lisse, mais la preuve de sa proposition
3.9 n’utilise que le fait que f. envoie un complexe pur sur un complexe pur du méme poids, et
cela est vrai dés que f est propre.)

Soit f : X — Y un morphisme affine. On peut écrire f comme un composé

X — AP — Y, ou le premier morphisme est une immersion fermée et le deuxieéme est
le morphisme évident. Soient j I'immersion ouverte de Ay dans Py et 7 le morphisme évident
de P} dans Y. Alors f = mji. Comme j est affine, ji I’est aussi, donc le foncteur (ji), est
t-exact, et on a PH* f, = P H*r, o (ji), pour tout k. D’aprés la remarque ci-dessus sur les mor-
phismes propres, il suffit de montrer que (ji). envoie .# (X ) dans .# (P}-). Comme i est une
immersion fermée, . préserve les poids, donc il est évident que i, envoie . (X ) dans .Z (A}).
Finalement, on s’est donc ramené au cas ou f est une immersion ouverte affine.

Soit j : U — X une immersion ouverte affine. Comme le probleme est local sur X
(d’apres le lemme 5.4), on peut supposer qu’il existe un morphisme f : X — AL tel que
X — U = f71(0). 1 suffit alors d’appliquer le corollaire 5.3 ci-dessous.

O

Proposition 5.2 Soient X un schéma séparé de type fini sur F et f un morphisme de X dans
AL.OnnoteY = f~10) et U = X — Y. Alors le foncteur des cycles proches unipotents v
envoie # (U) dans 4 (Y').

Démonstration. Soit K € .# (U) pur de poids w. D’apres le théoreme 5.1.2 de [BB] (di a
Gabber), la filtration de monodromie M induite par N : W$K — WiK(—1) est telle que
GrM W% K est pur de poids w — 1 + ¢ pour tout <. La proposition résulte donc du lemme 5.5,
appliqué au foncteur exact W% et V.

O

Corollaire 5.3 Avec les hypotheses et notations de la proposition ci-dessus, soit j : U — X
I’inclusion. Alors j et j, envoient .# (U) dans .# (X).

Démonstration. 11 suffit de prouver le corollaire pour j,, le cas de 7, s’en déduisant par dualité.
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Soit K € #(U), et soit W sa filtration par le poids. Soit a € Z. Il s’agit de trouver un
sous-objet L de j, K tel que L soit de poids < a et j, K /L soit de poids > a.

Si W, K = 0, alors j, K est de poids > a, donc on peut prendre L = 0.

Si W,K = K, alors K est de poids < a, donc 5. K est de poids < a ([BBD], 5.4.3). 11 suffit
donc de trouver un sous-objet L' de poids < a de j. K /j.. K tel que (j.K/ji.K) /L' soit de poids
> a.Or j,K/j.K = i, H%*j,K est un quotient de z'*\I”;K(—l). Comme \I”;K(—l) admet une
filtration par le poids d’apres la proposition ci-dessus, il en est de méme de j, K/ji. K.

Supposons donc que 0 # W,K # K.Onnote K' = W, K et K" = K/W,K. D’apres le
deuxiéme cas, il existe L' C j./K' de poids < a et tel que j,K'/L’ soit de poids > a. Comme on
a une suite exacte 0 — j, K’ — j, K — j, K" — 0 et que j, K" est de poids > a, on peut
prendre L = L.

0

Lemme 5.4 Soient X un schéma séparé de type fini sur E et K € Perv,,,(X). Alors K € .#(X)
si et seulement s’il existe un recouvrement étale (u; : U; — X );ey de X tel que uf € 4 (U;)
pour touti € 1.

Démonstration. La direction “seulement si” est évidente. L’ autre direction résulte de I'unicité de
la filtration par le poids (lorsqu’elle existe) et du fait que les faisceaux pervers forment un champ
(cf [BBD] 2.2.19).

O

Lemme 5.5 Soient X et Y des schémas séparés de type fini sur E/, G un foncteur exact de
Perv,,(X) dans Perv,,(Y) et N un endomorphisme fonctoriel de G dans G(—1). On suppose
que :

(a) Pour tout K dans Perv,,(X), le morphisme Nk : G(K) — G(K)(—1) est nilpotent.

(b) 1l existe a € Z tel que, si K est pur de poids w et si M est la filtration de monodromie

de N (cf [Del] 1.6.1), alors GrMG(K) est pur de poids a + w + i pour tout i € Z. (On
suppose donc en particulier que G(K) a une filtration par le poids.)

Soit K dans Perv,,(X) admettant une filtration par le poids (W; K );cz. On définit une filtration
croissante I’ sur G(K) par F;G(K) = F(W;K). Alors la filtration de monodromie M de Nk
relativement a F (cf [Del] 6.1.13) existe, et GrM G(K) est pur de poids a + i pour touti € Z. En
particulier, G(K) a une filtration par le poids.

Ce résultat n’est guere étonnant : le fait que, pour un faisceau lisse .Z, la filtration de mono-
dromie, relativement a la filtration provenant de la filtration par le poids de .Z, sur les cycles
proches le long d’un diviseur lisse est égale a la filtration par le poids est le corollaire 1.8.7 de
I’article [Del] de Deligne.
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur la longueur de la filtration 1. Soit b € Z tel que
W,K = K et Gr{V K # 0. Grace a I'hypothése de récurrence et a I’hypothése (b) ci-dessus,
on peut suppose que la conclusion du lemme est vraie pour W,_; K et Gr;” K. Pour alléger les
notations, on supposera dans la suite que a = b = 0; cela ne change pas le raisonnement. On
note L =G(K)et N = Ng: L — L(—1).

On dispose donc de filtrations de monodromie relatives M sur F__;L et Gri'L. D’apres le
preuve de [Del] 1.6.13, une filtration de monodromie relative M sur L vérifie nécessairement les
conditions suivantes :

(1) M_;L = M_;F_1L pour 7 assez grand ;

(2) pour touti > 0, M;L = Ker(N**' : L — L/M_; »L(—i—1));

(3) pourtouti >0, M ;L =M ;F L+ N'M;L(i).

Ces conditions définissent, par récurrence descendante sur |i|, une unique filtration M sur L.
Il s’agit de montrer que cette filtration vérifie les conditions caractérisant la filtration de mono-
dromie relative sur L.

Montrons, par récurrence descendante sur |i|, que la suite suivante
(*) 0— M;F_|L — M;L — M;Gr{'L — 0

est exacte pour tout .

C’est évident si ¢ est assez grand. Soit ¢ > 0, supposons le résultat connu pour —i — 2 et
montrons-le pour ¢. Considérons le diagramme commutatif a lignes exactes (la deuxieme ligne
est exacte par I’hypothese de récurrence) :

0 F.L L GrL
N¢+1J/ Nit+l N”ll

0= (F_lL/M_i_QF_lL)(—Z. — ].) = (L/M_Z_QL)(_Z - 1) - (G?”(I;L/M,Z,QGT(?L)(—Z - 1) =0

D’apres le lemme du serpent et le point (2) ci-dessus, on a une suite exacte
0 — M;F L — M;L — M;Gr{L — C,

avec C' = Coker(N**! : F 1 — (F_L/M_; ,F 1L)(—i — 1)). D’aprés I’hypothése de
récurrence (sur la longueur de W), M;Grl' L est de poids < i et (F_L/M_; oF 1L)(—i — 1)
estde poids > —i —1+2(i +1) =i+ 1. Le fleche M;Grl’ . — C est donc nulle, et on obtient
le résultat pour %.

Soit maintenant ¢ > 0, supposons le résultat connu pour ¢ et montrons-le pour —:. Montrons
d’abord que M_,LNF L =M _,F L.OnaM_ ;L =M ;(F L)+ N*(M;L)(i) par le point
(3) ci-dessus, donc M_; LN F 1L D M_;F_1L. On sait que M_;F"_; L est de poids < —i et que
M;F_|L et M;Gr}'L sont de poids < i d’aprés I’hypothese de récurrence (sur la longueur de
). De plus, d’apres ’hypotheése de récurrence sur i, M;L est une extension de M;Gr{’ L par
M;F L, donc M;L est aussi de poids < 4, et N*(M;L)(i) est de poids < —i. On en déduit que
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M _; L estde poids < —i. Il en est de méme pour son intersection avec F'_; L. Comme la filtration
M sur F_{ M coicide avec la filtration par le poids,ona M ;L F L C M_;F_{L.

Linclusion M_;L C L induit donc un morphisme injectif v : M_,L/M_;F 1L — Grg L.
Il reste a montrer que I’image de wu est M_iGrg L. Ceci résulte de la définition de M_;L, de la
surjectivité de M;L — M;Gr{ L et du fait que M_,Grl' L = N'M,Grt L(3).

Ceci finit la preuve de I’exactitude la suite (x). Cette exactitude implique 1’exactitude de la

suite
0 — F L/M;F L — L/M;L — GrtYL/M;,Gr{L — 0.
Comme la filtration M sur F_{L et sur Grg L est la filtration par le poids, pour tout 7, M; L est

de poids < i et L/M;L est de poids > i. Autrement dit, la filtration M sur L est la filtration par
le poids.

Il reste a vérifier que M est aussi la filtration de monodromie relative sur L. Pour tout ¢,
N (M;L) est de poids < 7, donc il est contenu dans M;_»L(—1). Comme la filtration par le poids
est strictement compatible aux morphismes de Perv,,(Y"), les bigradués Gri!, Gr{ L coincident
avec les bigradués de F' 1L (sii < —1) oude Grg L (si7 > 0). Il résulte donc de I’hypothese de
récurrence que N* induit des isomorphismes Gr{, Gri" — GrM Grf(—k).

U

6 Application a la filtration par le poids sur les
complexes

Pour tout schéma séparé de type fini X sur F, on fixe une sous-catégorie abélienne pleine
A (X) de Perv,,(X) telle que tout objet de .# (X' ) admette une filtration par le poids. Pour tout
a € 7Z.U {400}, on note  D=*(X), ou “ D=* s’il n’y a pas d’ambiguité sur X (resp. “ D=*(X)
ou ¥ D=%), la sous-catégorie pleine de D’ .2 (X) dont les objets sont les K € Ob D’ . (X) tels
que, pour tout i € Z, H'K soit de poids < a (resp. > a). Les catégories * D=%(X) et ¥ D=%(X)
sont des sous-catégories triangulées de D° . (X).

Proposition 6.1 Pour touta € Z U {400}, (* D=** D=*") est une t-structure sur D* .4 (X).

On note w<, et w>,41 les foncteurs de troncature pour cette ¢-structure. Ils étendent les fonc-
teurs exacts sur .2 (X ) donnés par K — W, K et K — K/W,K, ou W est la filtration par
le poids.

Démonstration. Les preuves des lemmes 3.2.1 et 3.2.2 de [Mor] s’appliquent sans modifications
une fois qu’on a le lemme ci-dessous.

0
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Lemme 6.2 Soient K, L € Ob.Z(X). On suppose qu’il existe a € Z tel que K soit de poids
< a et L de poids > a + 1. Alors, pour tout i € 7Z,

Ext’;x)(K, L) = 0.

Remarque 6.3 Ce lemme est une conséquence du lemme 6.9 de [Sai]. Cependant, la preuve de
Saito utilise la semi-simplicité des objets purs de .# (X ), et nous n’avons pas fait cette hypothese
(car elle n’est pas vérifiée dans les cas qui nous intéressent).

Démonstration. 1l est évident que Extf%(x)(K, L) =0sii < 0,etonaHom,x)(K,L) =0
d’apres la remarque entre 3.6 et 3.7 de [Hub].

On note W la filtration par le poids sur les objets de .Z (.X).

Soit i € N*. Soit v € Ext,i//(x)(K, L). On choisit une suite exacte

i Uj—
0—L2 M = ... S MS5SK-—0

qui représente « (cf [Ver] III 3.2). Comme les filtrations par le poids sont strictement compatibles
aux morphismes (lemme 3.8 de [Hub]), on a une suite exacte

o=w,L —- WM,y — ... — WMy — W, K=K —0,

d’ou un morphisme de suites exactes

0 L M; M;_4 - M, K 0
‘ ‘ T (ug,can) Tcan Tcan H
0 Lo L@ Wali o> WMoy . WM, e .

(can sont les inclusions canoniques). Donc « est aussi représenté par la deuxieme ligne, et par
conséquent o = 0.

O

Corollaire 6.4 On suppose de plus que les catégories .# (X) vérifient les conditions du
théoreme 2.1 (par exemple, on peut prendre les catégories considérées dans la section 5). Alors
les résultats des sections 3 et 5.1 de [Mor] sont encore vrais dans ce cadre. En particulier, si
j : U — X est I'inclusion d’un ouvert non vide et K € Ob . (U) est pur de poids a, alors les
fleches canoniques

wZ(zj!K - J'*K B wgaj*K

sont des isomorphismes.

Démonstration. Les preuves de [Mor] s’appliquent sans modification.
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